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Context

La complexité des algorithmes est traditionnellement mesurée en comptant le nombre d’opé-
rations « élémentaires » effectuées dans un modèle de calcul abstrait, qui est une simplification
très grossière d’un véritable ordinateur. Par exemple, il est bien connu que le tri fusion nécessite
O (n log n) opérations.

Le modèle calculatoire habituellement enseigné et utilisé est généralement décrit de manière
très floue. C’est (une variante de) celui de la Random Access Machine. Dans ce modèle, effectuer
des opérations arithmétiques sur des opérandes de petites tailles est une « opération élémentaire »
qui prend un temps constant, tout comme lire ou écrire la mémoire à une adresse donnée.

Ce modèle est bien adapté à l’étude de petits calculs qui se déroulent à l’intérieur d’un
ordinateur de petite taille. Il prédit de manière nettement moins fiable le comportement de
calculs qui se déroulent sur de grandes machines parallèles. En effet, il ignore complètement
toute la problématique de la complexité de communication. Par exemple, il est empiriquement
faux qu’accéder à une mémoire arbitrairement grande prend un temps constant, indépendamment
de l’adresse et de la distance du composant mémoire avec le processeur qui effectue la requête.
De plus, ceci viole les lois connues de la physique.

Dans le calcul scientifique, et de manière plus générale sur des machines de calcul parallèle,
il est au contraire habituel de réfléchir au coût des communications, et des modèles spécifiques
(e.g. LogP [4]) ont été développés pour réfléchir « sur le papier » au coût des algorithmes.

Exécuter des calculs dans le nuage, c’est-à-dire en louant des machines virtuelles à l’opérateur
d’un nuage public, pose le problème du coût des calculs d’une manière radicalement différente.
En effet, la notion de « coût « des calcul a alors une acception directement fiduciaire, car il
faut payer la location des ressources utilisées — le coût est alors proportionnel à la somme des
durées des locations des machines virtuelles utilisées. Ceci est très comparable à la métrique des
« heures-CPU » utilisées dans les centres de calcul scientifique.

Le point de départ de ce sujet de thèse est l’observation que les coûts asymptotiques dans le
nuage ne sont prouvablement pas les mêmes que ceux qu’on enseigne habituellement dans tous
les cours d’algorithmique. Si un algorithme nécessite une (grosse) mémoire M pour fonctionner,
supérieure à la capacité d’un seul serveur de calcul, alors pour en exécuter une implantation
distribuée, il faut louer Ω (M) machines virtuelles pour l’exécuter. Si celle-ci était une adaptation
naïve d’un algorithme séquentiel, alors son temps d’exécution serait proportionnel au nombre
d’opérations, et le « coût-nuage » serait de l’ordre de TM — soit le produit de la complexité
temporelle et spatiale.

Personne ne s’amuserait cependant à louer un cluster de calcul pour exécuter des algorithmes
séquentiels, car ce serait très inefficace. De manière générale, faire de gros calcul nécessite des
algorithmes parallèles. Le coût-nuage dépend alors du temps d’exécution de la version parallèle,
et celui-ci est directement lié à l’efficacité de la parallélisation mise en oeuvre et à l’efficacité
des communications. Autant dire que le coût-nuage obtenu n’a pas forcément grand-chose à voir
avec le nombre d’ »opération élémentaires » nécessaires.

Pour revenir sur le cas du tri fusion, Thompson a démontré en 1978 [13] que la complexité
de communication du tri entraine une borne inférieure sur son coût dans le modèle VLSI, de la
forme AT ≥ n1.5 (où A désigne la surface d’un circuit plat qui effectue le tri et T désigne le temps
nécessaire). Ceci implique vraissemblablement que trier dans le nuage coûte asymptotiquement
plus cher que dans le modèle de la Random access Machine.



Beaucoup d’opérations usuelles (multiplication, FFT, convolution, etc.) sont également concer-
nées par de telles bornes inférieures prouvées dans les années 1970–1980 [14, 2, 3, 13, 11].

La complexité de nombreux algorithmes est donc plus élevée dans le nuage, et le modèle de
calcul classique ne le reflète pas.

Objectifs de la thèse

Dans le modèle de calcul usuel, de nombreux « progrès » algorithmiques consistent à utiliser
plus de mémoire pour faire baisser le nombre d’opérations. Comme la complexité est habituelle-
ment mesurée en nombre d’opérations, il y a manifestement un gain. Mais la plupart du temps,
ces algorithmes sont décrits sur le papier et jamais implantés sur de vraies machines, en tout cas
pas à grande échelle.

La question de fond que pose ce sujet de thèse est : dans le nuage ces « progrès » ne sont-ils
pas des regressions ? Ne font-ils pas augmenter le coût (en augmentant la quantité de ressources
matérielles nécessaires) ?

Ce n’est pas facile de répondre à cette question, car les algorithmes sont généralement décrits
dans le modèle classique qui est purement séquentiel, alors que leur exécution à grande échelle
dans le nuage nécessite des implantations parallèles. Trancher ce genre de question expérimenta-
lement est difficile, car cela demande un non seulement un travail (potentiellement non-trivial)
d’adaptation algorithmique mais aussi une maître sérieuse de l’art de la programmation des or-
dinateurs. De plus, un certain nombre de facteurs « cachés » interviennent, comme la topologie
et la qualité du réseau déployé dans le nuage, qui ne sont généralement pas connus.

Par exemple, on peut réfléchir à la questio, en s’attaquant à un des problèmes calculatoires
les plus classiques et les plus anciens : le problème SUBSET-SUM est l’un des 21 problèmes
NP-complets que Karp a exhibés en 1972 (sous le nom de « sac-à-dos ») [10]. Étant donné n
grands entiers, y en a-t-il un sous-ensemble dont la somme vaut une valeur « cible » donnée ? Le
cas le plus dur est celui où on a affaire à n entiers de n bits. De nombreux algorithmes ont été
décrits pour tenter de résoudre le problème le plus vite possible, ou bien en faisant des compromis
temps-mémoire [7, 5, 6, 1, 9, 12, 8]. Mais quel algorithme coûterait le moins cher dans le nuage ?

On peut essayer de répondre à la question d’un point de vue théorique (en faisant des raison-
nements asymptotiques lorsque n tend vers l’infini dans un modèle de calcul abstrait de nuage
qui reste à définir) et en pratique (avec des expériences sur de vrais clusters de calcul).
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